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1. Uvod

U okviru prvog dela ovih racunskih vezbi obradivatemo prakti¢ne primere vezane za
sintezu kombinacionih mreza koriS¢enjem kola niskog stepena integracije. Pod kolima niskog
stepena integracija, za potrebe ovog kursa, podrazumeva¢emo grupu osnovnih logic¢kih kola
predstavljenih u tabeli 1.

Tabela 1 - Pregled osnovnih logickih kola
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Jedan od bitnijih koraka u procesu sinteze kombinacionih mreza predstavlja proces
minimizacije logi¢kih funkcija. lako su razvijene razliCite metode koje imaju za cilj da
minimizuju broj logickih kola potrebnih za sintezu neke logicke funkcije, za potrebe racunskih
vezbi iz ovog kursa u svrhu minimizacije logickih funkcija koristi¢emo metodu baziranu na
Karnoovim kartama. Zbog toga, za potpuno razumevanje primera koji slede, neophodno je
dobro poznavanje ove oblasti koja je odradena na ¢asovima predavanja.

Pored poznavanja funkcionalnosti osnovnih logickih kola, kao i poznavanja metoda za
minimizaciju logickih funkcija, u toku izrade zadataka potrebno je poznavanje odredenih
algebarskih pravila koji vaze u sluc¢aju Bulove algebre. U tabeli 2 predstavljan su neka od
osnovnih pravila Bulove algebre koja ¢e biti kori§¢ena kroz izradu zadataka.

Tabela 2 - Neka od osnovnih pravila Bulove algebre

Broj pravila | Forma ILI forma
1 1-A=A 0+A=A
2 0-A=0 1+A=1
3 A-A=A A+A=A
4 A-A=0 A+A=1
5 A-B=B-A A+B=B+A
6 A-(B-C)=(AB)-C A+(B+0O)=(A+B)+C
7 A+B-C=(A+B)-(A+0) A-(B+C)=A-B+A-C
8 A-(A+B)=A A+A-B=A
9 A-B=A+B A+B=A'B
10 A=A

U drugom delu racunskih vezbi obradivacemo jednu vrstu hazarda karakteristi¢nih za
sekvencijalne mreze. Ta vrsta hazarda naziva staticki hazardi 1 manifestuje se pojavom laznih
nula i jedinica na izlazu logickog kola. U okiru prakti¢nih primera predstavicemo pristup koji
se moze iskoristiti za uklanjanje statickih hazarda. Medutim, treba imati u vidu da se u vecini
prakti¢nih situacija stati¢ki hazardi reSavaju koriS¢enjem metoda simulacije digitalnih kola.



2. Zadaci sa ¢asova vezbi

Zadatak 2.1.

Funkciju

Y:(A+C+D)(K +C+E)(B+E) (1.1)

realizovati u §to minimalnijoj formi:

a) Koris¢enjem osnovnih logickih kola sa proizvoljnim brojem ulaza

b) Koris¢enjem iskljuc¢ivo NI logickih kola sa proizvoljnim brojem ulaza
c) Koris¢enjem iskljucivo NI logickih kola sa dva ulaza

d) Koris¢enjem iskljucivo NILI logickih kola sa dva ulaza

ResSenje:

a) Posto se u okviru postavke zadatka trazi realizacija u $to minimalnijoj formi neophodno
je 1izvrSiti minimizaciju logi¢ke funkcije koriS¢enjem nekih od dostupnih metoda za
minimizaciju. U okviru ovog kursa, koristicemo metodu Karnoovih karti. Rezultat dobijen
primenom ove metode garantuje minimalnost po pitanju broja logickih kola ali i1 po pitanju
broja ulaza.
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Slika 1 - Sadrzaj Karnoove karte za funkciju (1.1)
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Slika 2 - Sadrzaj Karnoove karte za funkciju (1.1) gde je a) oznacena oblast za minimizaciju u_formi proizvoda zbirova b)
oznacena oblast za minimizaiciju u formi zbira proizvoda



Nakon minimizacije dobijaju se minimalne funkcije u formi zbira proizvoda (1.1.2) i u
formi proizvoda zbirova (1.1.2). Za realizaciju funkcije (1.1.1) potrebna su 3 11 2 ILI logicka
kola. Isti broj kola potreban je i za realizaciju funcije (1.1.2). Dakle, obe minimalne forme daju
isti broj logickih kola.

YMIN_ZP:ZED'{‘AEB"}'CB (111)
Yuin-pz = (A+C+D)(A+C+D)B+C) (1.1.2)

Na slici 3 je predstavljena realizacija funkcije (1.1.1)
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Slika 3 - Implementacija funkcije (1.1) u formi zbira prouvoda

b) U okviru ove tacke zahtevana je implementacija funkcije (1.1) koris¢enjem iskljucivo
NI kola. Sistematski pristup za implementaciju funkcije koja sadrzi isklju¢ivo NI kola
podrazumeva dva koraka:
(1) Transformaciju minimalne funkcije u formi zbira proizvoda u algebarski zapis koji
sadrzi isklju¢ivo komplementirane proizvode
(2) Semu koja sadrzi iskljugivo NI kola a koja se dobija na osnovu algebarskog izraza
dobijenog u koraku 1)

Korak (1) obuhvata niz transformacija koje za cilj imaju dobijanje algebarskog zapisa u kome
isklju€ivo figuriSu komplementirani proizvodi. U slu€aju da se zahteva realizacija iskljucivo
koriS¢enjem NI kola sa n ulaza, proizvodi moraju sadrZati taéno n ¢inioca. U okviru ove tacke
broj ulaza nije definisan tako da ne postoji ograni¢enje po pitanju broja dostupnih ulaza u NI
logi¢ko kolo. Kao polazni izraz, nad kojim ¢e se vrsiti dalje transformacije, koristi se forma



zbira proizvoda funkcije dobijene primenom Karnoove karte. Za slu¢aj funkcije (1.1) polazni
izraz predstavlja (1.1.1). Na osnovu pravila Bulove algebre, koji kaze da se vrednost funkcije
ne menja dvostrukim komplementiranjem iste, dobijamo:

Y=Y=ACD+ACD+CB (1.1.3)

Daljim transformacija kao krajnji rezultat dobijamo:

Y=ACD - : (1.1.4)

Na osnovu dobijene funkcije (1.1.4) mozemo zakljuciti da u njoj figuriSu iskljucivo

komplementirani proizvodi, ta¢nije Getiri takva proizvoda (crveni — koji ukljuéuje izraz A C D;

plavi — koji ukljuéuje izraz ; narandZasti — koji ukljucuje izraz C5; i na kraju globalni
komplement koji predstavlja celu funkciju).

Na slici 4 je predstavljena implementacija funkcije 1.1.4
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Slika 4 - Implementacija funkcije (1.1) kroisé¢enjem iskljucivo NI kola sa proizvoljnim brojem
ulaza

c) U okviru ove tacke se takode zahteva realizacija funkcije (1.1) koris¢enjem iskljucivo
dvoulazna NI kola, ali za raliku od prethodne tacke, zahteva se koris¢enje iskljucivo
dvoulaznih NI kola. Koraci (1) 1 (2) su identi¢ni kao u prethodnoj tacki Sto podrazumeva
da i ovde polazimo od algebarskog zapisa funkcije (1.1) u formi zbira proizvoda
(1.1.1.). Nakon niza transformacija (1.1.5-1.1.8) dobijamo krajnji izraz (1.1.9).



Y=C(AD+AD)+CB (1.1.5)

Y=Y=C(AD+AD)+CB (1.1.6)
Y=C(AD+AD) -CB (1.1.7)
Y=C(@AD+AD)-CB (1.18)
Y=C(@D-AD)-CB (1.1.9)

Na slici 5 je predstavljena implementacija funkcije 1.1.9
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Slika 5 - Implementacija funkcije (1.1) koris¢enjem iskljucivo dvoulaznih NI kola

d) U okviru ove tacke zahtevana je implementacija funkcije (1.1) koriS¢enjem iskljucivo
dvoulaznih NILI kola. Sistematski pristup za implementaciju funkcije koja sadrzi isklju¢ivo
dvoulazna NILI kola podrazumeva sledec¢a dva koraka:
(3) Transformaciju minimalne funkcije u formi proizvoda zbirova u algebarski zapis koji
sadrzi isklju¢ivo komplementirane zbirove
(4) Semu koja sadrzi isklju¢ivo NILI kola a koja se dobija na osnovu algebarskog izraza
dobijenog u koraku 1)



Korak (1) obuhvata niz transformacija koje za cilj imaju dobijanje algebarskog zapisa u kome
iskljucivo figuriSu komplementirani zbirovi sa ta¢no dva sabirka. Kao polazni izraz, nad kojim
¢e se vrsiti dalje transformacije, koristi se forma proizvoda zbirova funkcije dobijene primenom
Karnoove karte. Za slucaj funkcije (1.1) polazni izraz predstavlja (1.1.2).

Y=(C+A+D)(CC+A+D)B+C) (1.1.10)

Na osnovu primena pravila 7 Bulove algebre definisanog u Tabeli 2 moguce je
transformisati 1.1.10u 1.1.11

Y= (C+(A+D){A+D))(B+C) (1.1.11)

Duplim komplementiranje izraza 1.11 dobija se

Y=Y=(C+(A+D){A+D))(B+C) (1.1.12)
Y=(C+@A+D)A+D))+(B+0) (1.113)
(1.1.14)

Y=(C+@A+D)-(A+D)+(B+C)

Y=(C+(A+D)+(A+D)+(B+C) (1.1.15)

Na slici 5 je predstavljena implementacija funkcije 1.1.15

D A
D

>

i

=l

Ol

b

D
D> —1

Sl

Slika 6 - Implementacija funkcije (1.1) koris¢enjem iskljucivo dvoulaznih NILI kola



Zadatak 2.2.

a) Odrediti funkcionalnu tabelu za funkciju Z = f (A,B,C,D) gde je Z jednako 1 kada u zapisu
cetvorobitnog broja ABCD postoje barem dve susedne nule dok je u suprotnom Z jednako 0
(na primer kada je ABCD=0000 tada je Z = 1 dok kada je ABCD=0101 tada je Z = 0).

b) Projektovati kombinacionu mrezu koja realizuje funkciju Z ukoliko su dostupna logicka
kola proizvoljnog tipa

Napomena: Teziti da broj upotrebljenih logickih kola bude minimalan

ReSenje:

a) Sadrzaj funkcionalne tabele za funkciju Z je:

Tabela 3 - Funkcionalna tabela logicke funkcije Z iz zadatka 2
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b) Posto se postavkom zadatka zahteva da broj upotrebljenih kola bude minimalan,
realizaciju ove logicke funkcije potrebno je zapoceti koris¢enjem metode minimizacije
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Slika 7 — Sadrzaj Karnoove karte za logicku funkciju Z




bazirane na upotrebi Karnoovih karti. Sadrzaj Karnove karte za funkcionalnu tabelu iz
prethodne tacke je prikazan na slici 7.

Funkciju Z ¢emo najpre izraziti u oba forme (ZP I PZ) a zatim ¢emo analizom utvrditi
koja forma zahteva manji broj logickih kola.
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Slika 8 - Sadrzaj Karnoove karte za funkciju Z gde je a) oznacena oblast za minimizaciju u formi proizvoda zbirova b)
oznacena oblast za minimizaiciju u formi zbira proizvoda

Na osnovu slike slike 8 dobijamo sledece funkcije:
Yyin—zp =CD+AB+BC (1.1.16)
Yyin-pz = (C+B)(D + B)(A + 0) (1.1.17)
Na osnovu dobijenih logic¢kih funkcija mozemo zakljuciti da je isti broj logickih kola

potreban za realizaciju obe forme logicke funkcije Z. Na slici 9 je prikazana implementacija
funkcije 1.1.16.
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Slika 9 - Implementacija funkcije Z koriséenjem forme ZP



Zadatak 2.3

Projektovati kombinacionu mrezu koja realizuje izlaz C(C3C2Ci1Co) = A(A1A0) -
B(B1Bo), gde su A i B neoznaceni binarni brojevi. Kombinacionu mreZu je potrebno realizovati
koris¢enjem minimalnog broja osnovnih logickih kola sa proizvoljnim brojem ulaza.

ReSenje:

Prvi korak u reSavanju ovog zadatka predstavlja kreiranje sadrzaja funkcionalne (
Tabela 4) koja opisuje funkciju C

Tabela 4 — Funkcionalna tabela logicke funkcije C
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Nakon kreiranja funkcionalne, primenom metode optimizacije bazirane na Karnoovim
kartama, potrebno je realizovati minimalnu funkciju ua svaki od izlaznih signala. Sadrzaj
Karnoovih karti za svaki od izlaznih signala je prikazan na slici 10.
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Slika 10 - Sadrzaj Karnoovih karti za izlazne signale a) C1, b) Cz, ¢) Csid) Ca

Na osnovu sadrzaja Karnoovih karti, prikazanog na slici 10, moguce je realizovati
svaku od izlaznih funkcija. U tabeli je predstavljen proces izvodenja funkcija kao 1 krajnji

rezultati.
Tabela 5 — Funkcije izlaznih signala
Funkcije izlaznih signala
AoBy | A;B;By + AyA By + AyA By + AgBoB; | AiByB; + AyA1B, | AoA1BoB;

A1B1By + AgA1 By + AgA1By + AgBy By
A1Bo(By + 4p) + AoB1(By + 4,)
A,ByAyB, + AyB1A; B,

AlBO @ AOBl

A,B; (B_o + A_o)
A1B1AyBy

Na slici 11 je predstavljena implementacija funkcije C.
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Slika 11 - Implementacije funkcije C

Zadatak 2.4.

Za kolo predstavljeno na slici 12:

a) Odrediti logi¢ku funkciju
b) Nacrtati vremenski dijagam prelaza ABCD: 1111 — 1110 zasignale D, 1, 2, 3, 4 i

5 ako je kasnjene svakog logickog kola jednako T. Komentarisati dobijene
vremenske dijagrame.

c) Predloziti realizaciju koja reSava probleme uoéene pod b)
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Slika 12 - Sema logickog kola uz zadatak 5
ReSenje:
a) Logicka funkcija kojom se opisuje kolo prikazano na slici je:

Y=AB+CD+ACD (1.1.28)

b) Vremenski dijagram prelaza ABCD: 1111 — 1110 je prikazan na slici 13

T ' T ' T
Slika 13 - Vremenski dijagram prelaza ABCD za logicko kolo sa slike 22
Ako posmatramo vrednost funkcije definise relacijom 1.1.28 vide¢emo da za obe
kombinacije ulaza ABCD = 1111 i ABCD = 1110 dobijamo istu vrednost. Medutim, uvidom
u vremenski dijagram moZemo uociti da postoji jedan vremenski interval, jednak kasnjenju
logickog kola, u okviru koga vrednost izlaza (signal 5) postaje jednak logic¢koj nuli. Takvo
ponasanje nije pozeljno u logickim kolima koje realizujemo jer se potencijalno moze
degradirati funkcionalnost ostatka digitalnog sistema koji koristi takvu realizaciju. Zbog toga
se postavlja pitanje kako resiti uoceni poroblem u ovom konkretnom slucaju 1 jo§ mnogo bitnije



pitanje, kako uopsteno detektovati da postoji problem u nekom kolu a zatim ga sistemati¢no
reSavati?

Na putu do odgovora na postavljena pitanja, potrebno je analizirati sadrzaj Karnoove
karte kao i odgovarajucih oblasti koje u toj Karnoovoj karti pokriva funkcija 1.1.28. Na slici
14 je predstavljen sadrzaj Karnoove karte sa naznacenim odgovarajué¢im oblastima
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Slika 14 - Karnoova karta sa oznacenim oblastima koje odgovaraju logickoj funkciji 1.1.28

Na osnovu sadrzaja Karnoove karte ali i prikazanih oblasti moZzemo uociti da se
posmatrani prelaz, koji dovodi do pojave logicke nule, nalazi izmedu dve nepreklopljene
oblasti u Karnoovoj karti. U opStem slucaju se ovaj problem naziva problem lazne nule (ili
lazne jedinice za slu€aj funkcije izrazene koristeCu formu PZ) a javlja se, kao i uvom
konkretnom slucaju, pri prelazima iz oblasti u Karnoovoj karti koje nisu preklopljene. U
opStem slucaju problem pojave lazne nule (ili lazne jedinice za slucaj funkcije izrazene
koriste¢u formu PZ) se moze javiti u oba smera.

Za samostalni rad: Nacrtati vremenske dijagrame za prelaz ABCD: 1110 — 1111

c) Jedan od nacina za reSavanje ovog problema predstavlja preklapanje prelaza koje
potencijalno moze dovesti do pojave lazne nule ili laZzne jedinice. Za slu¢aj u ovom zadatku
dobijamo oblasti kao $to je prikazano na slici 15:
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Slika 15 - Karnoova karta sa oznacenim oblastima koje odgovaraju logickoj funkciji 1.1.28
Na osnovu Karnoove Kkarte sa slike 15, izvodimo sledecu funkciju

Y=AB+CD+AC (1.1.29)

Za samostalni rad: Nacrtati vremenske dijagrame za funkciju 1.1.29 za prelaz ABCD: 1111
— 1110

Poredenjem funkcija 1.1.29 1 1.1.28 mozemo zakljuciti da je primena metode reSavanja
statickog hazarda (pojava lazne nule ili lazne jedinice) u ovom konkretnom slu¢aju doprinela 1
dodatnoj minimizaciji logicke funkcije 1.1.28 §to ne mora uvek biti slucaj.



Zadatak 2.5
Data je logicka funkcija

Y=AC+CD+DBC (1.1.30)

a) Odrediti pri kojim prelazima postoji mogucnost generisanja laznih nula na izlazu kola.

b) Predstaviti funkciju 1.1.30 u minimalnoj formi

c) Ukoliko u realizaciji b) postoji moguc¢nost generisanja laznih nula, modifikovati
funkciju tako da se to spreci

ReSenje:
a) Naslici 16 je prikazan sadrzaj Karnoove karte za funkciju 1.1.30
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Slika 16 - Sadrzaj Karnoove karte sa naznacenim oblastima za funkciju 1.1.30

A

Na osnovu obelezenih kontura koje odgovaraju pojedina¢nim logi¢kim proizvodima iz
logicke funkcije 1.1.30, vidimo da funkcija nije data u minimalnoj formi. Takode, uo¢avamo
potencijalne prelaze koji mogu dovesti do generisanja lazne nule na izlazu kola. To su svi
prelazi izmedu dve susedne konture, koji se mogu desiti pri promeni najvise jednog od ulaznih
signala. Na slici 27 su ovi prelazi oznaceni parom strelica na levu i desnu stranu. Prema tabeli
sa slike 16 uocavamo da postoji ukupno 10 prelaza koji mogu dovesti do pojave lazne nule na
izlazu kola. Kao sto je obelezeno u Karnoovoj karti na slici 16, polja ABCD = 0100 i ABCD
= 0110 predstavljaju susedna polja u Karnoovoj karti.

b) Na slici 17 je predstavljen sadrzaj Karnoove karte sa oznacenim oblastima za slucaj
minimalne forme funkcije 1.1.30.
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Slika 17 - Sadrzaj Karnoove karte za slucaj minimalne forme funkcije 1.1.30

Na osnovu slike 17 dobijamo funkciju 1.1.30 u minimalnoj formi

Y=AC+CD+ BC (1.1.31)



Kao $to se sa slike 17 moze primetiti, minimalna forma funkcije i dalje sadrzi prelaze
koji potencijalno mogu uzrokovati pojavu laznih nula i jedinica. Ti prelazi su oznaceni na slici

18.
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Slika 18 - Sadrzaj Karnoove karte za slucaj minimalne forme funkcije 1.1.30 sa
oznacenim prelazima koji mogu uzrokovati pojavu laznih nula

c) Naslici 19 je prikazana Karnoova karta sa nazna¢enim oblastima koje omogucavaju
realizaciju funkcije u formi koja neé¢e dovesti do generisanja laznih nula.
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Slika 19 - Sadrzaj Karnoove karte za slucaj minimalne forme funkcije 1.1.30

Na osnovu Karnoove karte, prikazane na slici 30, moguce je izvesti slede¢i zapis funkcije
1.1.30:

Y=AC+CD+BC+AB+AD (1.1.32)

Dakle, polaze¢i od funkcije 1.1.30 najpre smo u tacki b) izveli izraz Koji predstavlja
funkciju 1.1.30 u minimalnoj formi. Medutim tako dobijena forma je i dalje potencijalno
generisala lazne nule. Da bi smo sprecili generisanje laznih nula, na osnovu preklapanja oblasti
u Karnoovoj karti dobili smo formu 1.1.32. Za razliku od 1.1.31, forma predstavljena u okviru
1.1.32 sadrzi veci broj logickih kola ali spre€ava pojavu laznih nula.

Zadatak 2.6.
Data je logicka funkcija

Y=BCD+ACD+ACD (1.1.33)

u formi zbira logickih proizvoda:

a) Logicku funkciju 1.1.33. predstaviti u formi proizvoda logickih zbirova. Da i, i pri
kojim prelazima, postoji mogucénost generisanja laznih jedinica na izlazu kola?
b) Modifikovati logicku funkciju tako da ne postoji moguénost generisanja laznih jedinica

ReSenje:



a) Naslici 20 je predstavljen sadrzaj Karnoove karte dobijen na osnovu funkcije 1.1.33
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Slika 20 — Sadrzaj Karnoove karte za logicku funkciju 1.1.33

Na osnovu Karnoove karte prikazane na slici 20, odredujemo logicku funkciju izlaza kola
u minimalnoj formi u obliku proizvoda logickih zbirova:

Y=(B+C+D)(A+D)A+C) (1.1.34)

Sa slike 20 uocavamo da logicka funkcija 1.1.34 u trazenom obliku ima vise
potencijalno opasnih prelaza u pogledu pojave statickih hazarda, odnosno generisanja lazne
jedinice na izlazu kola, u odnosu na realizaciju mreze u obliku zbira logickih proizvoda. Na
slici 21 su obelezeni svi prelazi koji mogu dovesti do pojave laznih jedinica
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Slika 21 - Karnoova karta funkcije 1.1.33 sa naznacenim prelazima koji dovode do pojave lazne jedinice

b) Nova forma funkcije 1.1.33 koja ne dovodi do pojave laznih jedinica dobija se na
osnovu Karnoove karte prikazane na slici 22
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Slika 22 - Karnoova karta funkcije 1.1.33 sa naznacenim prelazima koji dovode do pojave lazne jedinice

Na osnovu Karnoove karte prikazane na slici 22 izvodimo slede¢u funkciju

Y=(B+C+D)(A+D)(A+C)(C+D)(A+B+C)(A+B+D) (1.1.35)



3. Zadaci za samostalni rad

Zadatak 3.1.

Projektovati kombinacionu mrezu koja na ulazima prihvata dva dvobitna neoznacena
binarna broja, a na izlazima generise brinarni broj koji predstavlja zbir kvadrata ulaznih
brojeva. Na raspolaganju su proizvoljna logi¢ka kola niskog stepena integracije. Teziti da
broj upotrebljenih logickih kola bude minimalan.

Zadatak 3.2.

Projektovati kombinacionu mrezu koja za ¢etvorobitni binarni broj na ulazu generise
brinarni broj koji predstavlja broj pojavljivanja jedinice u ulaznom binarnom broju. Na
raspolaganju su proizvoljna logic¢ka kola. Teziti da broj upotrebljenih logic¢kih kola bude
minimalan.



